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Synopsis：We　consider　a　Riemann　surface　with　a　cellular　decomposition．　We　introduce　a　new　problem　digital　curve
shortening　and　give　an　answer　when　the　cellular　decomposition　is　trivalent．
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1 Introduction
LetΣbe　a　Riemann　surface　with　a丘nite　cellular　decomposition　H．　We　consider　a　new　problem　called
digitαl　curve　shortening　prc）blem　fbrΣand　H．　Let　OH　be七he　set　of　digital　curves（，　defined　in　Definition
2．1．）Arewriting　system　S　of　CH　is　good　if　S　satis且es　the　fbllowing　4　conditions．
　　　　　（C1）
　　　　　（C2）
shortening）
　　　　　（C3）
　　　　　（C4）
3consists　of且nite　number　of　rewritings　of　digital　curves．（Finiteness）
The　length（defined　in　De丘nition　2．1（3））doesn，t　increase　by　any　rewritings　of　S．
R）rany　curves　in　OH，　we　cannot　rewrite　it　in丘nite　times．（Completeness）
（Curve
If　ryi，72∈OH　are　homotopic　to　each　other　inΣrelative　to　their　boundaries，　then　any　two
minimal　curves　obtained　from　71　and　72　are　identi丘ed　in　OH．（Homotopy　property）
　　　In　this
even－gon（de且ned　in　2．4（2）），もhen　there　exists　a　good　rewriting　system　on（Σ，H）．
in　Theorem　2．7．
　　　The　author　would　like　to　thank　Prof．　Nariya　Kawazumi，　Prof．　Susumu　Hirose，
Takasawa，　and　Pro£「lbmohiro　Shiga　fbr　their　advice　and　encouragement．　Prof．
give　the　author　some　good　advice　fbr　the　proof　of　key　lemma　4．6．
paper，　we　shall　show　that　if　the　1－skeleton　of　H　is　a　trivalent　graph　and　each　face　of　H　is　an
　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　 　　　　　　　　 　 　　　　　　　　　　　　The　main　result　is　stated
　　　 　　　　Prof．　Mitsuhiko
H rose　and　Prof．　Takas　awa
2 Statement　of　our　result
LetΣbe　a　Riemann　surface　with　a且nite　cellular　decomposition　H．　HereΣmay　be　orientable　or　non－
orientable，　andΣmay　have　a　boundary　or　may　not．　Let　H（k）denote　the　k－skelton　of　H．　In　the　sequel，
0－cells，1－cells，　and　2－cells　of　H　are　called　vertices，　edges，　and　faces，　respectively．
　　　LetσH　be　the　set　of　digital　curves　on（Σ，H）．
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　　　Definition　2．1
　　　ωLeむ1＝｛8∈RlO≦8≦1｝．　OH　jsde丘ned　by
　　　OH：＝｛ッ：∫→Σ1‘A1♪，（A2♪，〔A3ク，（A4♪｝．
　　　正lere，
　　　　　（A1♪　7　is　a　con亡inuous・curve・on・Z．
　　　　　ぐA2♪ツdoes　noむfn孟ersec亡aηy　ver亡jces　of　H．
　　　　　（A3）　F（）r　each　edgeσ，7　jn右ersec亡sσむra研ersaμy　a亡伽itely　many　p・1nむs・
　　　　　但のTw・・ndp・加む・・f7・aren’亡・・nむa・’ned・in・H（1）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　We　define　an　equivalent　relation～on　CH　as　f（）110ws・That　fs，ツ1～ツ2　jf　and・nly　ffω71（0）＝ッ2（0），
ッ1（1）＝ッ2（1），‘jj♪亡here　js　a　co11右fnuous血nc亡fon　F：1×1→Σsロch　that〔1f一ヱ♪F（5，0）＝ッ1（5），〔ff＿2♪
F（s，　1）＝ッ2（5），（ii－3♪F（0，捗）＝ッ1（0），〔ff－4♪F（1，オ）＝ノγ1（1），（ii－5♪F（・，オ）satisfies（A　1♪，〔A2♪，〔A3♪，ぐA4♪．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぐ2，Let右he　se亡OH　of　dfg1’亡al　curves　w琵h　respec亡（Σ，H）be　defined切！OH：＝OH／～．
　　　ぐ3♪Th・1・ngth　e㈹・f…rv・國∈OH　f・亡h・fnむ…ec伽n・mber・fッ・nd　H（1）．　Th・む」・，　e（回）・→”）’∩
H（1）．Thjs　llumber　js　we11－de五ned．（Seeむhe　proof　of　Prqpos1むfo112．2．♪
　　　We　see　that　each　element　of　OH　is　a　homotopy　class．
succeeding　sequence　of　pixels（placed　on　the　lattice．）　】ヨ【ere
set　of　digital　curves．　Let　VVH　be　de丘ned　as丘）110ws：
VVH
Usually　a（4－continuous）digital　curve　is　a
we　wil 　show　that　OH　is　an　expansion　of　the
＝｛αoboα1δ1…απ一1うπ一1απ1
　　（W1）ai　is　a　face　of　H．
　　（W2）いsanedgeofH．
　　（W3）for　each　i，　bi　is　the　edge　between　ai　and　ai＋1．｝
Fbrω　＝　αobo…　αn，　let　一ω　be　define　by　－w　＝　anbn＿1αn＿1－・boαo．　Fbrω1　＝　aobo…　an　and　ω2　＝
a6b6…a夷，，if　an＝α6，　then　we　de丘neω1・ω2　by　aobo…anb6…αA，．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Letψ：OH→VPVH　be　defined　as　fbllows，　Fc）r　Or∈OH，　there　exist　a　sequences｛si｝i＿o，＿，n＿1　such　that
O＜so＜s1＜…　　くsn＿1＜1and　that　7∩H（1）＝｛”）’（si）li＝0，1，…　，n－1｝．　Let　bi（i＝0，1，…　，n－1）
be　the　edge　such　that　7（si）∈bi．　Letαi（i＝・O，1，…，n）be　the　faces　such　that　Or（【si＿1，si】）⊂砺，　where　we
regard　s＿1＝Oand　sn＝1．　Since　7　intersects　H（1）transversally，　bi　is　the　edge　between　ai　andαi＋1．　We
defineψ（7）to　be
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ（7）：＝αoboαibi°°°αn－1bn－1αn∈V！H・
Proposition　2．2
（i♪ψis　well－defined．
（2♪ψis　a　epimorphism．
‘3♪ψis　a　monomorphism・
　　　（Proof）
　　　　　　　　　　　　　　N　　　（1）Ifッ1，72∈OH　satisfy　Or1～Or2，then　from　the　condition（ii－5）in　De丘nition　2．1（1），there　are　continuous
functions｛Sl（t），52（オ），…，sn＿1（オ）｝such　that　if　we丘xオ，
0＜Sl（t）〈s2（t）＜…　　〈Sn＿1（t）＜1，　and
｛F（s，t）IO≦s≦1｝∩H（1）＝｛F（Si（t），t）li＝0，1，…，n－1｝．
It　fbllows　thatα乞’s　andδ‘’s　are　the　same　in　casesッ1　and　72．且enceψis　well－defined．
　　　（2）Let　H＊be　the　dual　cellular　decomposition　of　H．　If　bi　is　the　edge　betweenα¢andα乞＋1，then　there　is
apath　70n　the　1－skeleton　of　H＊such　thatψ（ッ）＝α乞b乞α乞＋1　and　the　both　endpoints　ofッare　on　the　O－cells
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Nof　IP．　Whence飴r　any　word咀n　WH，　connecting　paths　as　above，　we　obtain　a　curve　7∈OH　such　that
ψ（の＝ω。
　　　（3）From　the　de丘nition　of　cellular　decomposition，　each　face∫is　homeomorphic　to　a　disk．　So　suppose
that　2　pathsδ1，δ20n∫satisfy（i）δ1（0）andδ2（0）are　on　the　same　edgeε1，　and（ii）δ1（1）andδ2（1）are
on　the　same　edge　e2．　Then　there　is　a　homotopy　F　on∫丘omδ1　to・δ2　such　that（A）F（5，0）＝δ1（5），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（3，1）＝δ2（5），（B）F（0，孟）is　on　e1，　and　F（1，のis　on　e2．　It　fbllows　that　if　two　curves　71，ッ2∈OH　satis£y
ψ（71）＝ψ（ッ2）thenツ1～ツ2．
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　　　Thus　we　may　regard　a　homotopy　class　in　OH　as　a　digital　curve　in　the　usual　sense．　In　the　seque1，　we
identify　OH　and　VVH．　Fbr　a　wordω∈レVH，the　length　e（ω）ofωbe　defined　by　e（ψ一1（ω））．
We　shall　define　some　properties　on　H．
　　　Definition　2．3
　　　（1）　Hi・c訓・池吻・1・nt・if　H（1）f・・亡漁1・nt・gr・ph・Th・亡」・，　f・r…h囎・亡・x・，　there　are　3・dg・・wf亡h
v．
　　　②When　H　fs　trivalenちHjs　called　non－sphericαl　ff丘）r　each　face亡here　exjs右s　an　j皿亡eger　n≧6such
むha亡亡he　face　fs　anη一gon．
　　　（3）　When　H　is　trivalenむ，　H　fs　calledα髭εmα伽吻・riented　if　ea（カedge」s・r」en右ed，　and　f・r　ea（ぬver猷
v，the　3　edges　with　v　are　one　of　the　f（）110wings・
　　　　　（a♪The　sむart　pofn古50f古he　3　edge8　are　v・（We　call　suc11”an　extractor・）
　　　　　（b）　The　eゆ・f且むs・fむhe　3　edges　a・e　v・ぐWe・caH　su（ぬηαπα伽c孟・牲ク
　　　8ee　1ηgure　1・
We　have　the　following　propositions．　Proposition　2．4（1）is　partially　due　to　Prof．　Shiga．
　　　Proposition　2・4
　　　（ヱ♪Fbr　a皿y　g≧2，　Rfemann　surfex）eΣg　of　gen　us　g　haεa亡rfvalenむnon一εpherfcal　H・
　　　②丁巨va1θn右Hfs　a1むemaむjveZソorfe11右able　jf　and　o111y　jf　each　face　of・H　fs　2n－gon＠∈Z♪・‘We　ca11
2η一9疋）nfor　some　n∈Zeven－gon．♪
　　　（Proof）
　　　（1）We　regardΣg　as　a　pasted　4g－gon　as　in　Figure　2．　Let　H　be　a　cellular　decomposition　onΣg　as　in
Figure　3．　Then，　H　has　24g－gons　and（2g）octagons．　ThUs　H　is　trivalent．
　　　（2）If　H　is　alterna七ively　oriented，　then　we　classify　all　vertices　of　H　into　attractors　and　extractors．（See
Figure　4）F（）r　each　face　of」H，　attractors　and　extractors　appear　alternatively．　It　fbllows　that　the　face　is
an　even－gon．　Next，　suppose　that　e㏄h　face　of　H　is　an　even－gon．　Fb（one　vertex　vo　of　H．　We　consider　a
・・1・・ing・n　all…tice・・田．　Th・t　i・，　f・・ea・h…t・x　v，1・t砲・。）b・al・ngth・f・h・・t・・t　p・th・n　H（1）
from　v　to　vo．　If　e（v，vo）is　even，　let　the　color　of　v　be　white，　and　if　e（v，vo）is　odd，　let　the　color　of　v　be
bIack．　We　determine　an　orientation　of　each　edge　by　this　coloring．　That　is，　for　each　edge，　two　endpoints
consists　of　a　white　vertex　and　a　black　vertex，　so　we　can　determine　the　orientation　of　the　edge　from　the
white　vertex　to　the　black　vertex，
Next　we　will　de丘ne　a　rewriting　system　on　OH　2，t　VVH．
　　　Definition　2．5
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωLe右ッ、，72∈OH　suchむha亡ッ・（0）＝72（0），7・（1）一ッ2（1），　and　7・」s　h・m・むqpfcむ・ツ2　rela亡1ve　t・むhelr
boundarfes．　Leむωi：＝ψ（岡）∈レVH．　Wb　consfder　a　map　T：W【H→U！H　de亡erlnlned　byω1，ω2　aε」f（）110ws・
R）rawordω＝αoboα1う1…　απ∈Vl！H，　supPose亡ha亡ω1　js　a　subwりrd　if　w。亡ha亡fs，むhere　are　fn亡egers乞くゴ
such亡haむω、ニaibi…αゴ．　SupP・seむha細2＝α666…a先’・Le右r（ω）be　defined　by
r（W）＝α・b・αib1…bi－・a6b6…α概’bゴ…αn∈WH・
And　we　say　tha伽js　rewrfめ亡e功y　r　in　this　case．1fω1　fs　noむasubword　o勧，　then・r（w）＝ω．　And　we町
亡ha亡ωcanno亡be　rewrfむ亡e功y　r．　Such　r＝r（ω1，ω2）：VVH→VVH　is　called　a　rewri亡jng丘omω1ωω2．
　　　②Are㎜゜右f皿9　system　S　is　a　set・f　rθ㎜゜むfng朔匿亡h　prf・rity　Tha亡」s，5＝｛ri｝i∈A伍fs　a　se亡・f」ndlces・♪
．A　semjorder　rela亡fon＜de丘11ed　1115and　we　have　the　f（）110wl’11g　rule．∬r1，r2∈3sa右fs五es　r　1〈T2　and　a
wordωcan　be　rewrfむten　by　both　of　ri，r2亡hen　we　aren’t　allowed　to　apPly　riむoω．
　　　（3♪R）r　a　rewriting　system　S，　we　de五ne　a　rela亡jonズgeneraむed切舳e　fbllowjng・R）r　a　rewrf亡fng　T　and
awordω∈VVH，1e亡R（r）・＝｛3∈31Tく5｝．　VVe　say　r（ω）KW　if　（i♪γ（ω）≠（ω），　and　（ii♪f・r　any　s∈R（T），
5（w）＝ω．
　　　R）r2wordsω1，ω2∈WH，ω1－＜ω21f　and　on乳）！ff（f♪亡here　exist　a　finite　seq　uence｛ri｝1〈¢〈πof　rewTf亡fngs
su（カむha亡ω、＝rn・rn｝1・…。r1（ω2），ωr㌔…。rl（ω2）≠・乞一1・…。r1（ω2），　and　（iii）　fo・any　3∈R（・り，
sor‘－10…orliω2）＝〆－10…　or1（ω2）
　　　（4－1♪ハ・rewTjむfng　system　5　jsノ：inite　ff　8　consfs亡s　of五nf亡e　rewritings・
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　　　で4－2μrewrf伽9　syste皿S・is・curve－5ん・rte痂g」f餅any　r∈S　and　f・r　any　w∈VVH，　e（w）≧e（r（ω））
holds．
　　　（4－3♪　Le亡s　be　a　rewriting　sysむe肌Aw・rdω∈vvH　is　mi漁αげT（ω）＝w　f・r　any　r∈5．
　　　侮♪SupP・se亡ha伽r　a好㈲rdωd！R　and・f・・any　infini’むe　sequence｛rt｝・f　rθwf伽gs，亡hθre　fs　a
na右ural　number　1＞such　that　if　n＞N　then　r”。…。γ1（ω）＝rπ＋1。…or1（ω）．　Su（ぬrewrf伽g　sy3伽5
is　called　complete．
　　　で4－5♪3upPoseホhaむ5「fs　comple亡e．　And　supPose亡haむツ1，「γ2∈OH　saむfsfy（ηツ1（0）；ツ2（0），ツ1（1）＝ツ2（1），
〔fη71and　72　are　homo亡opfc亡o　each　other　f11Σrelaむfve　to右hejr　boundarfes．　Flrom亡he　assumpむfoll　of
c・mpleめen（・ss，亡here　are価nfmal　w・rdsω・，ω2　suchむha右ω、ズψ（圓），　and　w2　K　ip（囹），∬for　any　ry・，ツ2
aεabove，ω1，ω2　as　above　satis∫ンω1＝ω2　めhen　we　saJ75ha5んomotoPy　ProPe「ty．
　　　In　the　sequel，　we　assume　thatΣis　oriented
de丘ne　a　rewriting　system　So　as　fbllows．
and　that　ms　 rivalent，　alternatively　oriented．　We　wiII
　　　DefinitiOn　2．6
　　　ωLe右ebe　an　edge　such亡hat　e　fs　con亡afned加七he　fnむerfor　ofΣ．　Leむefs亡he　edge　beむween∫1　and！b．
Le勧1＝ノ1　ef2efl　andω2＝∫1．　The　rewrj亡加g　r＝T（ω1，ω2）is　called　pulling　over　tんe吻e．（3ee　Figure
5（R1♪，♪
　　　②Let・v　be　a　ver亡（）x　sロch　that　v　is・conむafned　fnむhe　ln亡㎝’or　ofΣ．　Leめe1，ε2，e3　are亡he　e（lges　Wi°th・v．
Leげ1，f2，∫3　jS亡he耽eS　SU（rh　that　ei　iS　the　edge　betWeen∫fi　and　fi＋1．（Here　f4＝∫1．♪Le伽1三fl　elf2e2！b
andω2ニ∫1　e3∫3．　The　rewriting　r＝R（ω1，ω2）fs　called　pulling　over‘んe　vertex．（SeθFfguぼe　5〔R2♪，♪
　　　で3♪Le亡ebe　an　edge　su（カtha亡ejs　con亡afned　jn亡hθfnterfαofΣ．　Let　vi　beむhe　starゆof皿t　of　e　and　v2
be　the　endpoint　of　e，　SupPose右haむe，el，e2　are右he　e（lges　Wi’むh　vl，　and　thaむe，e3，e4　areむhe　edg（）s・wl°亡h　v2．
SupPo8eむhaむ五is　the　face　w．！’むh　e1，e2，　that　f2　is　the　face　w．1’むh　e3，ε，e1，亡haむたfs亡he魚ce幡hε2，ε，　e4，
andむha亡血is　the　face　with　e3，e4．　SupPose　that　the（）rienむation　of　f2　andむha亡of　e　are　compaむjble。　Leむ
ω1＝flelf2e3f4（resp．ω1ニf4e3f2elf1♪　and　w2＝ノle2f3e4f4伽P．ω2＝f4e4f3e2fl♪．　The　rθwrfむ加g
r＝r（ω1，ω2）fs　called　sli（ling．‘See　Ffgure　5ζR3♪．♪
　　　（4）　Let　Soi　be　the　seむof　all　pullings　over　an　edge　and　all　pullings　over　a　vertex．　Le右362　beむhe　seむof
a刀sljdfngs．　Leむ86＝5b1　U　562　andむhe　prforfり〆＜fs　de五ned　for　any　T1∈501　and　fと｝r　a町z　r2∈502　by
r2＜rl．
　　　R〕reach　edge，　there　are　two　kinds　of　pullings　over　the　edge．　For　each　vertex，　there　are　6　kinds　of
pullings　over　the　vertex．　R）r　each　edge，　there　are　two　kinds　of　slidings．　Since　H　is　the丘nite　cellular
decomposition，86　consists　of　finite　number　of　rewritings．　Thus　So　is丘nite．　If　we　apPly　pulling，　then
the　length　of　the　word　lessens．　If　we　apply　sliding，　the　length　of　the　word　does　not　change，　Thus　S（〕is
curve－shorten．　Our　main　result　is　the　fbllowing．
　　　Theorem　2．7
　　　SupPoseむhat・H・is　trivalent，　non－spherica1，　and　a1亡ernaむfveち・orfenむed．
and　36　haεhomoゆヅprqpe雌陥ence　50　js　a　gDod．rewllfむf皿9那亡em．
Then　the　above　Se　is　complete
3 Proof　of　Completeness
In　the　sequel　we　will　consider　the　rewriting　system　Se．　In　this　section　we　will　prove　the　following：
　　　Proposition　3．1　Fbr　a4ソwordω∈VVH，　we　cannoむapplJ1　slldjng　an　f11五nfむe　numbers　of亡jmes．　Thaむ
is，　there　are　no　W　such　that　2〃一くω．
　　　The　lengむh　e（ω）of　a　wordωis　always　non－negative．　Any　pulling　decreases　the　length．　Whence
completeness　of　So　is　fbllowed　by　3．1．　The　second　statement　of　3．1　is　equivalent　to　the　first　statement．　In
fact，　there　are　at　most丘nite　many　words　of　length　6，　so　if　we　can　apply　sliding　in丘nite　times，．then　there
happens　a　loop　in　it．　If　there　is　a　word　such　that　w一くω，　then　we　can　apply　sliding　in丘nite　times　fromω．
　　　Let　4＝乏（ω）．　We　de丘ne　three　sequences　m（w），　n（ω），　o（ω）as　fbllows．
Definition　3．2
Le亡ω＝αoboαibi…　αe＿ibe＿1αe．
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　　　ωS・pP・・eむh・t・、　i・a・m・－9・n・L・右・・eq・ence・m（切b・d・五・・d　by｛m・・…，m・一・｝・
　　　〔2♪恥re・・h・f・i（i＝1，…，e－1），　we　c・n・」d・・a・・rresp・・d・nce　b・むw…a11・dg…f・i　and　th・・eむ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fδ∂（mod．　m∂，・｛1，2ヂ・・，m、｝・n亡f－・1・・kw」・e！y．　See Fig・・e 6・L・t・ni－（th・n・mber・ bl＋・♪一ぐ亡h n・mb…
And　let　a　sequenceπ（w）be　de伽ed　fn｛nl，…，ne＿1｝．（Remark亡haむni∈Z／mi　Z♪
　　　‘3♪恥・乞一1，…，e－1，・i∈Z／2Z－｛0；1｝」・d・伽・伽飴11・w・…＝Off・nd・nly　ff亡h…」・nむ・t」…f
。dgesδ、．、・f・i・nd亡h・亡・fツare　aε」・Figure　Z　A・d　1・孟asequences・（w）b・d・五・・d」・｛・・，…・・e－・｝・
It　is　easy　to　show　the　following　lemma．
Lemma　3，3
（1）
‘2♪
（3♪
We　can　apPl｝r　sliding亡oωff　a皿d　on！y　ff（ni，oi）＝（土2，0）f（）r　some広
R）r　any　i，　Oi＋1≡Oi十ni十1（mod．2）．
SupPoseむha亡we　apPly　sljdlng　rむoωand　ge右ω’＝r（w）・1fωsaむfs丘es
儲）｝＝＝｛liimト1，　mi，
ni＿1，　　2ε，
Oi＿1，　0，
獅∵li｝・
‘whereε＝±1，♪　then　after　・ewriting　we　have
（4♪
脳）｝一｛ilimi＿1，
ni＿1　Tε，
Oi＿1，
ml，
－2ε，
?? ㌍一・
∬｛m（ω），ψ），・（ω）｝一｛｛m・（ω）｝，｛ni（ω）｝，｛・・（ω）｝｝亡h・・砺（一ω）－me－i（ω），　ni（一ω）一
一ne＿i（w），　and　Oi（一ω）＝Oe＿i＿1（w）十1・
　　　ぐ5♪∬（ni（ω），・、（ω））一（±2，0）亡h・皿（ne．i←ω），・e－・（一ω））一（干2，0）
The　proof　is　very　easy．　Next　we　define　a　movable　subcurve．
　　　Defini七ion　3．4
　　　ωδ∈WH　is　a　m・vable　subcurve・fω
following　4　conditions・
（a） δ　fs　a　8ubwrord　ofω．　　Thaむ　fs，
ff　and・n加f亡herθex」s亡sε一±1　such亡ha亡δsa亡isfiθs　the
亡here　are伽fnむegers乞，ゴsa右isfying　O．≦i＜ゴ≦e，　and
δ＝αIb乞…αゴ・
　　　　　（b♪　　1f　we　wrj右e｛…　，αb，…　｝f（）r　bむfmesα・n（δ）fs　gfvenと）y　fヒ）110wing・
n（δ）＝｛（3ε）e1，（2ε），（3ε）e2，（4ε），（3ε）e3，（2ε），（3ε）e4，（4ε），（3ε）e5，…　　，
　　　　　　　（3ε）ek－3，（2ε），（3ε）ek－2，（4ε），（3ε）ek－1，（2ε），（3ε）ek｝　　　　　　　　，
f（）ran　even　jnむeger　k≧2，　and　f（）r　no皿一negative　f皿tegers　eゴ・
　　　　　（c）・・（δ）＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　（の1f・・ubw・・dδ’・fω・・亡1・五esωδ1・a・・bw・・d・fδ’，（・♪，ω，　andω，むh・・δ’一δ・．t’
　　　（2♪∬δ」・am・vab1…b・肛・・，むh・nむh・are・A（δ）f・d・t・・mi・・d・s　f・ll・w・・L・むPゴ，　qゴ（ゴー
1，2，…　　，乏（δ）－1）　be　defined　inductive！y．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P1ニq1＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pゴ＋1＝Pゴ＋9ゴ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　％・・一｛1二ili≡iii
And　we　de伽e亡he・area・A（δ）むo　be亡he　sum　ofpゴ’s・Tha亡fs，
A（δ）・一ΣPゴ・
　　　　　　　　ゴ
Leむ亡he　area且（ω）・f　a　wordωbe　de五ned妙
A（w）・一ΣA（δ）・
　　　　　　　　δ
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1艶ar　theδruns　all　movable　subcurves　ofω．
Lemma　3。5
Fbr　a旦アω，　supPo6eホhaむwe　apPlンslfdjng　rむoωand　we　obむajnω’ニr（w）．Th n　A（w’）≦A（ω）－1
　　　（Proof）
　　　If　we　apply　sliding　toωat　a　faceαゴ，then　there　exists　a　movable　subcurveδcolltainingαゴ．　Then　from
Lemma　33，　nゴ＝2ε．　Let　mS，　be　as　in　Lemma　3．3．　If嘱＞6thenδsplits　into　2　movable　subcurves．　In
this　case，　the　sum　of　the　area　of　two　new　subcurves　are　less　than　4（δ），　because　qゴis　non－negative　and
hence｛pl’｝is　a　non－decreasing　sequences・
　　　Suppose　that　mS，＝6．　See　Table　1，2，3．　There　are　three　cases．　We　see　that　in　any　cases　the　area　A（δ）
decreases．
（Table　1）
Befbre　applying
ゴー1
?
ゴ＋1 sum
？ηゴ 7ηゴー1 mゴ γnゴ十1
πゴ 3ε 2ε 3ε
砺’ 0ゴー1 0 1
Pゴ P＝Pゴー1P十qP十293P十3q?
α＝（乃’－1 9 9－1
After　apPlying
ゴー1
?
ゴ＋1 sum
mゴ mゴー1
m’．＝6　3
mゴ＋1
ηゴ 2ε 一2ε≡4ε 2ε
0ゴ 0ゴー1 1 0
Pゴ P＝Pゴー1 P十9 P十2q－13p十3g－1
qゴ qニ（乃一1 α一1
?
（Table・2）
Befbre　applying
ゴー1
?
ゴ＋1 sum
7ηゴ 鵠ゴー1 mゴ mゴ＋1
ηゴ 4ε 2ε 3ε
0ゴ 0ゴー1 0 1
Pゴ P＝Pゴー1P十9P十29十13p十3g十1?
9＝9ゴー19十1 q
After　applying
ゴー1
?
ゴ＋1 sum
πLゴ mゴー1
m’．＝6　3
mゴ＋1
ηゴ 3ε 一2ε≡4ε 2ε
0ゴ 0ゴー1 1 0
Pゴ P＝Pゴー1 P十q P十293P十3q?
9；9ゴー1 q 9十1
（Table　3）
Before　apPlying
ゴー1
?
ゴ＋1 sum
mゴ mゴー1 mゴ 7ηゴ＋1
πゴ 3ε 2ε 4ε
0ゴ 0ゴ71 0 1
Pゴ P＝Pゴー1P十9P十293P十3q?
α＝9ゴー1 q q－1
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Afしer　applying
ゴー1
?
ゴ＋1 sum
γ「り mゴー1
mろ＝6　コ
mゴ十1
πゴ 2ε 一2ε≡4ε 3ε
0ゴ 0ゴー1 1 0
物 P＝Pゴー1 P十9 P十29－13p十3α一1? 9＝qゴー1 9－1 9
They　fbllow　that　the　area　decreases　by　sliding．
　　　（Proof　of　3・1）
　　　F（）ranyω∈VVH，　the　area　A（w）is　a　non－negative　number．　If　we　use　sliding，　the　area　decreases．
Whence　we　cannot　apply　sliding　in丘nite　times　and　the　proof　of　3．1　completes．
4 Proof　of　Homotopy　property．
In　this　section，　we　will　show　that　S（）has　homotopy　property．　First，　consider　the　universal　coveringΣof
Σ，and　a　cellular　decomposition　H　of　£　induced　by　H．　In　the　same　way　as　f6r（Σ，　H），we　de丘ne
N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　NOfi・一妙・∫→Σ1（A1），（A2），（A3）・（A4）｝・－
Ofi・－Cfi／～・H・・e～i・ah・m・t・py・el・ti・n　i・Ofi　・
Wfi・一｛・・b・α・b・…・n－・bn－・α・1
　　　　　　　　　　　（W1），（W2），（W3）｝．
　　　Letφ：0万→レ7百be　de丘ned　in　the　same　way　asψ．　It　is　easy　to　show　thatψis　an　isomorphis聖．　F（）r　a
w・・dw・Wfi，・upP・・e・h勘・afi…i・fy・w一φ㈱・」・jh・…w・w・it・・h・・p・・ced・・e　by・∈ψ一’＠）・
First　we　will　show　that　50　has　homotopy　property　fbr（Σ，H）．
　　Proposition　4．1（Homotopy　property　on七he　universal　covering．）
　　　S・pP・・e　th・むm脚・1む㎜・縦d鋤，ω・∈脂・atf・邸h・亡亡here　a・e　c・rve・ツ・，ツ・s・・h亡h鋤・∈
φ一1（Wl），ッ、∈ψ一1（ω、），and亡h勘・・ndツ・a・e　h・m・む叩」・亡・・a・h・むher　f・Σre1・亡fveむ・むh・f・b…d・・f…
The11ω1＝ω2．
We　prepare　some　notations・
　　De丘nition　4．2（Pip）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　～　　　　　　～
　　　（ヱ♪SupPoseむhat　two　wordsω1，ω2∈Vr倉saめfsfyむha右右here　are　curves・γ1∈ψ一1（2〃1）・ツ2∈ψ一1（ω2）
，。、ぬむh鋤、andツ2　a・e　h・m・tOpf・む・・a・h・右her　fnΣre1・tlveむ・th・」・b・・nd・・f…W・・call・・ch（ω・，w2）
aんomo勿写卸r．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　～　　　②F・・ah・m・ゆy　p・」・（ω・，ω・）andツ・，ツ・as・b・ve・焼here　f・an・mb・dd・d　d」・k　D⊂Σf・b・・nd・d
by　7、　U（－72），　then・the吻P（ω・，ω2）fs　de伽ed砂
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　NP（w、，w2）・＝U｛σ　1　a　is　a　cel1・f　H，σ⊂D｝・
　　In（2），　there　is　ambiguity　of　choice　ofッ1，72．
subcomplex　of　H．
But　the　pip　is　welレdefined　and　it　is　a　finite　cellular
　　　（Proof　of　4．1）
We　will　show　4．1　by　induction　of　the　total　length　8（Wl）十乏（ω2）．　If　e（ω1）十乏（w2）＝Othen　we　have
4（Wl）＝4（ω2）＝Oand　henceω1＝ω2．　There　are　three　cases．　The　first　case　is　when　there　are　no　disk
which　is　bounded　by　71　and　72．　In　this　case，71　intersects　72　in　the　middle　way，（or　at　least　one　of　71，72
has　a　self－intersection．）The　second　case　is　when　there　is　a　pip　alld　the　pip　is　a　point．　The　third　case　is
when　the　pip　is　1－dimensional．　The　last　case　is　whell　the　pip　is　2－dimensionaL
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　　　Case　1。　Suppose　that（i）ッ1　intersectsッ2　at　a　middle　point　or（ii）Oti　has　a　self．intersection．
　　　L・tω・一・δδ占・lbl…・老（。、），・ndω・一・3b＆・？b？…・2（。、）・
　　　（i）SupPose　that　there　are　integers　il　and　i2　such　that　O〈il＜4（ω1），0　＜乞2　く4（1ω2），　and　that
・｝、＝・家，・1・thi・cas・，　ifωi－・δb6…α1、，and　w6　＝・3bg…・蒙、　th・・（　　”ω1，ω2）i・・h・m・t・py　p・i・．　F・・m
the　as・umpti・n・f　i・d・・ti・n，　w・hav・ωi－w6・Ifωf－・｝、δ1、…・1（w、），and・wS’一・競…・暑（。2）th・n
（wl’，ω6t）is　a　homotopy　pair．　From　the　assumption　of　induction，　we　haveω7＝1〃S’．　It　fbllows　thatω1＝ω2．
　　　（ii）SupPose　that　there　are　integers　il，乞2　such　that　O＜il＜i2＜乏（ω1）and　thatα暑1＝α12・In　this　case，
ifωi＝α1、δ｝、…α｝、，andωS＝α｝、　then（　　”W1，ω2）is　a　homotopy　paiL　Froln　the　assumption　of　induction，
we　haveω宝＝ω6．　But　4（wl）＝乞2－　i　1≠Oand　e（ωS）＝0．　This　is　a　contradiction。
　　　　　　　　　　め　　　BecauseΣis　simply　connected，　if　Or1，72　are　not　in　Case　1，　then　there
71U－72．　It　fbllows　that　therさexists　a　non－empty　pip．
is　a　di k D⊂Σbound d　by
　　　Case　2．　The　pip　is　a　point．
　　　Suppose　that　the　pip　P（ω1，ω2）is　a　vertex　v．1、et　e1，e2，e3　be　the　edges　with　v．　Let∫1，f2，f3　be　the
faces　such　that　ei　is　the　edge　between　fi　and　f‘＋1．　We　may　suppose　that　bothωl　andω2　start　at∫1．
There　are　two　cases，（ω1，ω2）＝（∫1，flelf2e2プ3e3∫1），（ω1，ω2）＝（fielf2，fle3f3e2f2）．　In　any　cases　one　of
ω1，ω2is　not　minimaL　This　is　a　contradiction．　Whence　the　pip　canno七be　a　point．
　　　Case　3．　The　pip　is　1－dimensionaL
　　　The　pip　P＝P（ω1，ω2）is　homeomorphic　to　a　disk　D．　Therefore　if　P　is　1－dimensional，　then　P　is　a　tree．
First　suppose　that　P　has　more　than　2　endpoints，　that　is，　P　is　not　a　path．　In　this　case　there　happens　a
endpoint　ofthe　pip　such　that　it　is　not　adjacent　to　any　endpoints　of　7i　and　72．且ere　we　can　apply　pulling　over
the　vertex　to　one　of　w1，ω2．　See　Figure　9．　This　situation　contradicts　with　the　assumption　wi’s　are　minimal．
Hence，　P　is　a　path．　See　Figure　10．　Let　n（Wl）ニ｛nl（wl），n2（ω1），…｝，　n（ω2）＝｛nl（ω2），n2（ω2），…｝be
de丘ned　in　the　previous　section．
　　　We　may　assume　that　ni（Wl）≧2and　that　ni（ω2）≦－2．　Let　el＝乏（ω1）and　e2＝乏（ω2）．
Proposition　4．3
　　　ω
　　　②
　　　で3♪
　　　（4）
n（ω2）＝
　　　で5♪
n（ω2）
　　　⑥
nl（Wl）＝20r　nl（ω2）＝－2，01（ω1）…≡…01（ω2）十1（mod．2）
if　ni（ωゴ）：＝2（teSl），－2♪，むhell　ni＋1（ωゴ）≠2（reSI）．－2．♪
F（）rall　i，　ni（ω1）≦4and　ni（w2）≧－4．
The　sequence　n（wl）＝｛2，3，3，…　，3，2，…　｝（nor
｛－2，－3，－3，…　，－3，－2，…　｝♪callno亡happe皿．
The　sequellce　n（Wl）＝｛2，3，3，…　，3，4，…　｝（nor
｛－2，－3，－3，…　，－3，－4，…　｝♪cannot　happen．
The　sequence　n（Wl）ニ｛2，3，3，…　，3｝cannot　happen・That　is，亡he　pf 　P　fs　no亡1－dfmeηsfona1．
　　　（Proof）
　　　（1）　If　nl（ω1）≧3and　n1（ω2）≦－3　then　the　pip　P（ω1，w2）is　not　a　path．　See　Figure　11．01（ω1）≡
01（ω2）十1（mod．2）is　trivial．
　　　（2）　Assume　that　ni（ω1）＝ni＋1（ω1）＝2．　Thell　from　the　fbrmula　oi＋1≡ni十〇i十1（mod．2），　we
obtain　o琶…≡oi＋1十1（mod．2）．　It　fbllows　that　one　of（ni，oのand（ni＋1，0i＋1）is（2，0）．　Hellceω1　is　not
min三mal　and　it　is　a　contradiction．
　　　（3）　If　ni（ω1）≧5then　we　haveゴsuch　thatηゴ（ω2）＝nゴ＋1（ω2）＝－2　fbr　someゴ．　See　Figure　12．
（4）　　If　ni（ω1）
一｛2（i＝1，r）3　　（2≦i≦r－1），・h・n・1（w・）一｛91（i＝1）
（2≦i≦r）
One　of（nl（ω1），01（ω1））and（nr（ω1），or（ω1））is（2，0）．　This　is　a　contradiction．
（5）　　If　ni（ω1）ニ
2（i＝1）
3　　（2≦i≦r－1）　，then　ni（ω2）　ニ
4（i＝r）
and　o1≡02十1（mod．2）．
｛一3　　（1≦i≦γ・－1－2（iニr））・
See　Figure　13．
Hence，　oi（ω2）＝01（ω2）fbr　1≦i≦r．　It　fbllows　that　o1（ω1）≡or（ω2）十1（mod．2）．　One　of（nl（wl），01（ω1））
and（nr（ω2），or（ω2））is（土2，0）．　This　is　a　contradiction．
（・）Ifψ・）一﨟F｝）≦e、．1），・h・ne・－e・and
n・（w・）一
o：19三1、三誓）－2）・SeeF・g・・e・4・W・・nce・1（ω・）一・・（w・）f…≦i≦e・一・・1・f・ll・w・
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that　o1（ω1）≡oe2＿1（ω2）十1（mod2）．　One　of（nl（ω1），01（ω1））and（ne2＿1（ω2），oe2一1（ω2））is
is　a　contradiction．
（±2，0）．This
　　　Case　4．　When　the　pip　is　2－dimensional．
　　　In　order　to　prove　homotopy　property　in　this　case，　we　will　introduce　aロotion　of　c（osed　digital　curwes，
and　show　digital』Stokes　tんeorem．
Definition　4．4（Closed（ligital　curves）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωL・む゜0π一｛δ・51→Σ1（Al），（A2），（A3）｝b・ぬ・・e亡・f・1・・ed・・r囎・ρ・（Σ，H）・
②L・t　cCfi＝°Ofi／～・Here～f・・h・m・吻re1・伽f・°Ofi
‘3♪L・む゜Wfi－｛ω∈VVfi　1　a・＝・n｝・L・亡・・q・ival・・亡re1・亡f・・～・f・°陽b・g・nera亡・d　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α0δ0…αn～。αibi…απδ0α1．
Let　cWfi＝cW1fi／～。．　Le亡oψ：cOfi→oW言beむhe　map　de丘ned　fn亡he　same　way　aεψ．
　　　ωF・・δ・°Ofi，亡h・1・・9th・e（δ）・fω」・d・伽・d　by　e（δ）一＃δ∩且（1）・F・・ω∈cWfi，古h・1・ngth・i・
d・五・・d解（ω）一油むh・d・五m’伽・f°Wfi・
　　　‘5♪F・・ω∈σWfi，1・t　e－e（w）・（）y・1f・・eq・e・ces　m（ω）一｛m・（ω）｝1；δ，ψ）一｛ψ）｝1；δ，・（ω）一
｛Oi（w）｝1；孟are　d・五・・d　f・むh・・a皿・way　as　th・・e　f・・ω∈Wfi・
　　　‘6♪F・・ω∈°Wfi，ωf・ca11・d・吻1・ff！・・（ω）1≧2f・・i－0，1，…，e－1・
　　　‘Z）　F（）rω∈σVノ互，ff　there　fs　a　dfsk」D　fs　bounded　byδ∈（oψ）－1（ω），右hen　le亡むhe　pfp　be　de五nedわy
　　　P（w）：＝U｛dσfsacellofH，σ∈D｝
　　　‘8♪L・田Pb・亡h・・θ亡・f　h・m・嚇P・」…There」・…むロ・1　m・P・pr・HP→°陽d・伽・d妙
pa（ω1，ω2）：＝ω1・（一ω2）．
It　is　easy　to　show　the　following：
正emma　4．5
ωσψ：00fi→OWfi　fs　an　isomorphism・
‘2，e（σψ（δ））＝e（δ）．
（3♪　For　any　homotopy　pair（ω1，ω2）∈HP，ffむhe　pfp　P（ω・，ω2）exjs右s，右heη．P（ω1，w2）＝P（Pa（ω、，ω2））．
The　following　is　our　key　lemma．　We　cal1　this　lemma，digital　Stokes　theorem．，
Lemma　4．6
F・・a　simpl・w・・dω∈°Wfi，＃｛i［ni（w）＝土2｝≧6．
　　　（Proof）
　　　Consider　the　dual　cellular　decomposition　H＊of　H．　We　may　assume　thatδ∈cth－1（w）is　a　closed　path
on　the　graph　l爵＊（1）．（Here、臼＊（1）is　the　1－skeleton　of　fi＊．　We　can　regard、言＊（1）as　a　graph．）Let　D　be　a　disk
bounded　byδ．　D　can　be　regarded　as　a　finite　planer　sub－complex　of　H＊．　Let　vl，　v2，　el，　e2，　and　f　be　the
numbers　of　internal　vertices，　external　vertices，　internal　edges，　external　edges，　and　faces　of　D，　respectively．
Letε3　be　the　numbers　of　edge　from　an　internal　vertex　to　an　external　vertex．　In　D，　every　face　has　three
edges，　and　the　degree　of　each　internal　vertex　is　even　and　equal　to　or　greater　than　6．　We　have　f（）rmulae
V2＝e2
3ノ＝2e1十e2
6Vl　≦e3－1－2（el－e3）
＠1初2）一（e1＋e2）＋∫＝1．
The　last　fbrmula　is　that　of　Euler　number．　From　these　we　get　2e2－e3≧6．　Here　we　may　assume　that　any
ni（δ）≧2since　w　is　simple．　Then　we　have｛
　　乏＝e2
Σ1；1（ni（δ）－1）一・、
141
明治大学　科学技術研究所紀要　Vol．38　No．（13）
　　　Whence　it　follow　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（ni（δ）－3）一・・－2・・≦－6・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O
The　formula　ni（ω）－3≧－1　fbllows　the　conclusion．
（4．7）
We　prove　the　following　corollary　of（4．7）．
Corollary　4．8
F・…1mp1・w・・dω∈°堰C亡here」・a6一加p1・（i・，i・，…，i・）・・ch亡h・亡
ω0≦i・＜i2＜…＜i6≦e－1・
ぐ2♪nik（w）＝2　　　（k＝1，2，…　　，6）
〔3♪・i、（w）一・i、（ω）ニ・、，（ω），・i、（ω）＝・i、（ω）＝・i，（ω），a・d・i、（ω）≡・i、（ω）＋1（m・d・2）
　　　（Proof）
　　　Let　il：＝min｛i　l　ni（ω）＝2｝，　and　ik＋1：＝min｛i　l　i＞ik，ni（ω）＝2，0乞＠）≡…oi、（ω）十1（mod．2）｝。　Tb
show・that・we・can・obtain・i1，…，盛6　in　this　way，　it　is　su缶cient　to　show　thatΣ1二lk＋1（ni（ω）－3）≦一（6－k）・
　　　If襖＝min｛i巨＞ik，ni（ω）r・2｝satisfies　o乞為（切≡oik（ω）十1（mod．2），　we　have　ik＋1ニik　and
Σ1二ii．、（ni（ω）－3）≦一（6－k）＋・一一（6－（k＋・））・
　　　If　4・ati・且・…L（w）一・・、（ω），　th・n，・・i・g　th・f・・m・1…＋1ヨ・i＋ni＋1（m・d・2），　w・hav・th・
fbllowings：（i）ik≧ik十2．（Since　oi、＋1≡oik十1（mod．2）．）（ii）nik＋1，…，η孤are　more　than　2．（From
the　definition　of　i’k．）（iii）At　least　one　of　nik＋1，…，nik　is　more　than3．（Since　if　all　of　them　equal　to　3　then
・、L＠）≠・、、・（w）．）1・f・ll・w・th・・Σ1≧、、＋1（ni＠）－3）≧・・nd　wh・nceΣ1；之．、（・・＠）－3）≦一（6－k）・
This　completes　the　proof　of　4，8．
Proposition　4・9
1f（ω1，ω2）fs　a　ho皿otopy　pajr　and　bothω1　andω2　are　minima1，むhen　the　pjp　fs　no亡2－djmen8jona1．
　　　（Proof）
　　　First　we　mention　that　the　pip　is　homotopy　equivalent　to　1）and　whence　the　pip　is　connected　and
simply　connected．　Let　P（2）＝closure（interior（P（ω1，ω2）））．　P（2）may　have　some　connected　components．
Let　P（2）＝Pl　U…UPr．（Each　Pj　is　a　connected　component．）Since　the　pip　is　connected　and　simply
…nect・d，　P（＆、，＆、）－P（2）UU冒・i．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Here　c乞is　a　path　on　H（1）．　Suppose　that　the　endpoints　of　ci　are　on　j弓・‘1　and　j弓・i2．（i＝1，2，…，r－1，
ゴil≠ゴi2．）If　c‘intersects　1）（2）at　only　one　point，　then　we　don，t　considerゴi2．　Suppose　that　the　endpoints
of　Or1∈φ一1（ω1）are　adjacent　to　lら．、　and　Pj・．、．　If　endpoints　may　not　be　adjacent　to　P（2），　then　we　don，t
considerゴrl　orゴr2．　In　any　case，　fbr　some　j（1≦ゴ≦r）we　have
＃｛（1，・） ；ill～｝≦2・
Let　uゴbe　a　simple　closed　digital　curves　such　that　P（uj）＝Pj・and　let吻＝［aebo…ae＿ibe＿1αo】．　Then
the　intersection　of　uゴandωr（－w2）consists　of　two　curves　vl，　v2，　There　are　at　least　6　i，s　such　that
nゴ（uゴ）ニ2．To　obtain　vl，v2　from　uゴ，　ifゴ＝ゴik　fbr　some　i≧1，　then　2　succeeding　ni（uゴ）’s　are　lost．　If
ゴ＝ゴrk　then　one　ni（uゴ）is　lost．（See　Figure　15．）Hence　for　some　ii，i2，we　obtain　that　ai、＿1bi1＿1αi、bi1αi，＋1
andαi2＿1bi2＿1αi2bi2　ai2＋1　are　subcurves　ofω1・（一ω2），　ni1（uゴ），ni2（％ゴ）＝±2，　and　oil（鉱ゴ）≡…oi2（uゴ）十1
（mod．2）．　This　is　a　contradiction．
Example：See　Figure　16．
There　areα，b，　c∈Z／2　and
儲3｝＝＝｛1：1：1：1：II＋、1，＋11＋、｝
｛n（一ω2）o（一ω2）｝一｛3， ，3 3
b＋1，b＋1，　b＋1，
｝
?????????，????
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛n（Ul）o（Ul）｝一｛諺、21　li　zi　2，＋1，1＋1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2，　　　　2，　3，　　　　3，　　　　2，　　　　3，　3、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c＋1，c，　c＋1，　c＋1，　c＋1，　c，　c
From　the　above　observation，　we　haveα＝わ＝cand
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛n（Vl）o（Vl）｝一儲諺1，1＋1｝⊃｛：｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛n（v2）・（v2）｝一｛翫1，1，＋1，1，＋、，li　2｝⊃｛1＋1
Hence　at　least　one　ofω1　andω2　is　not　minimal．
｝
｝
5　Closed　digital　curve　shortening
We　consider‘digital　curve　shortening　problem，　for　closed　digital　curves　cOH．
proposition．
We　remark the　fb lowing
　　　Proposition　5．1
　　　Th・・ew・i伽g騨・m　3・d…n・ホ・・酌‘・・ゆ1・亡・n・…f・σ0丑．　Th・亡f・，亡here　exf・亡・。w。．dω∈σWH
suchむhaむwe　can　aPP炉slfd加9　infinite　times．
　　　（Proof）
　　　See　Figure　15．　Moreover　fbr　any　odd　number　e≧3，　there　exists　a　counter　example　of　length　e．
　　As　a　corollary　of　Lemma　4．9，　we　have：
　　　Proposition　5．2
　　　SupP・seむha勘∈σVVH　arises丘・m　a　nu11－h・m・t・pic・curve．
ofleng亡h　O．
Then　u皿der　So，　o一くw．　Here・o・is・a・curve
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